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ВВЕДЕНИЕ 

Цель изучения математических дисциплин состоит в освоении 

студентами основ математического, развитии навыков логического и 

алгоритмического мышления, привитии умения самостоятельно изучать 

прикладную математическую литературу, выработке умения моделировать 

реальные процессы, освоении приемов исследования и решения 

математически формализованных задач. 

Данные методические указания к выполнению контрольных работ для 

студентов направления подготовки 43.03.01 «Сервис» профиль 43.03.01.31 

«Сервис в торговле» заочной формы обучения соответствуют программе.  

В настоящих методических указаниях приводятся рекомендации по 

изучению разделов и тем курса «Математика» и варианты контрольной 

работы, которую должны выполнить студенты в процессе изучения курса.   

Номер варианта и задания должны оканчиваться на одну и ту же 

цифру, что и учебный шифр студента (номер зачетной книжки). 

Контрольная работа выполняется в тонкой тетради. Решения задач 

следует располагать в порядке возрастания номеров. Условия задач 

выписывать обязательно.  

Приступая к выполнению контрольной работы, сначала следует 

изучить теоретический материал и ознакомиться с решением типовых задач, 

приведенных в настоящих методических указаниях. Решения задач должны 

быть оформлены аккуратно, с подробными пояснениями и с указанием 

используемых формул. В результате проверки преподаватель делает одно из 

двух заключений относительно выполненной работы: «допущен к защите» и 

«не допущен к защите». Студент обязан исправить в ней все отмеченные 

рецензентом ошибки и сдать работу на повторную проверку. 
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Тема 1. Матрицы и определители 

Матрицы, основные понятия и определения 

В практической деятельности матрицы имеют широкое применение в 

различных областях. Например, удобно записывать в виде матриц данные о 

выпуске продукции разного типа, об объемах производства или продаж за 

несколько отчетных периодов или о нормах затрат различных видов ресурсов 

на производство единицы продукции и т.д. Также часто используется 

понятие матриц и при математической постановке задач оптимального 

планирования, приводимых к системам линейных уравнений.  

Матрицей А  размера nm  называется прямоугольная таблица 

элементов, которая записывается в круглых скобках, т.е. имеет вид: 
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,                                       (1.1) 

где ija  – элементы матрицы (действительные числа),  

m  – число строк; 

n  – число столбцов; 

i  – номер строки, mi ,1 ;  

j  – номер столбца, nj ,1 . 

Матрицу (1.1) можно обозначать  jinm aА  . 

Две матрицы А  и B  называются равными )( BА , если они имеют 

одинаковые размеры и их соответствующие элементы равны. 

Матрица (1.1) называется квадратной, если nm . Другими словами 

это матрица  размера nn .  

В квадратной матрице элементы с одинаковыми индексами iia  ( ni ,1 ) 

образуют главную диагональ, перпендикулярно ей расположены элементы, 

образующие побочную диагональ. 
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Квадратная матрица называется диагональной, если все ее элементы 

кроме элементов главной диагонали – нули, т.е. матрица вида: 
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Диагональная матрица называется единичной (обозначается Е), если все 

элементы главной диагонали – единицы, т.е.: 
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Квадратная матрица называется треугольной, если все ее элементы под 

главной диагональю или над ней – нули, т.е. матрицы вида: 
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Операции над матрицами 

Линейные операции над матрицами 

Над матрицами можно производить ряд операций, причем некоторые 

из них аналогичны операциям с числами, а некоторые специфические. 

Алгебраической суммой матриц А  и B  одинаковой размерности 

называется матрица ВАС   того же размера, элементы которой равны 

ijijij baс  . 

Пример 1.1. Даны матрицы 
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B . Найти 

BAC   и BAD  .  

Решение: 
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Произведением матрицы А  на действительное число   называется 

матрица, каждый элемент которой получен умножением соответствующего 

элемента матрицы А  на  число  : 

 ijaA   . 

Пример 1.2. Дана матрица 











431

210
A . Найти  A2 . 

Решение: При умножении матрицы на число 2  все ее элементы 

умножаются на это число, следовательно, будем иметь: 











862

420
2 A . 

Произведение матриц 

Можно умножать лишь матрицы, у которых число столбцов в матрице, 

стоящей в произведении слева равно числу строк в матрице, стоящей в 

произведении справа. 

Произведением матриц  ijnm aA   и  jkpn bB   называется матрица 

 ikpm cC  , где элементы 



n

j
jkijik bac

1

, т.е. элемент ikc  матрицы C  равен 

сумме произведений элементов i -ой строки матрицы А  на соответствующие 

элементы j -го столбца матрицы B . 

Замечание. Произведение матриц не коммутативно, т.е. АВВА  . 

Пример 1.3. Даны матрицы 
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B . Найти 

ВАС  .  

Решение: Число столбцов в матрице А  равно числу строк в матрице В

. Чтобы получить элемент 11с  нужно найти сумму произведений элементов 

первой строки матрицы А  на соответствующие элементы первого столбца 

матрицы В . Для вычисления значения элемента 21с  нужно сложить 

произведения элементов первой строки матрицы А  на соответствующие 

элементы второго столбца матрицы В  и т.д., т.е. будем иметь: 
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Матрица ТA , полученная из матрицы A  путем замены строк на 

столбцы с теми же номерами, называется транспонированной матрицей.  

Пример 1.4. Дана матрица 
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A .   

Записать транспонированную матрицу TA .  

Решение: При транспонировании заменяем строки столбцами с теми 

же номерами, т.е. для матрицы A  транспонированной TA  будет матрица 

вида: 











211

210TA . 

Определители 

Понятие определителя матрицы существует только для квадратных 

матриц. 

Пусть дана матрица размером 22 , т.е: 
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aa

aa
A , ее элементы 

определяют число 21122211 aaaa  , которое называется определителем 

второго порядка, соответствующим матрице A  (записывают определитель в 

прямых скобках). Обозначают определитель: 

                   
2221

1211
det

aa

aa
AA  = 21122211 aaaa  .                       (1.2) 

Пример 1.5. Для матрицы 
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21
A  найти определитель. 

  Решение:   73211
13

21



 A . 

Матрице третьего порядка соответствует определитель третьего 

порядка, который вычисляется по формуле:  
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Таким образом, определитель третьего порядка равен сумме 

произведений трех его элементов, взятых по одному из каждой строки и 

каждого столбца. Эти произведения берутся с определенными знаками: с тем 

же знаком – три члена, состоящие из элементов главной диагонали и 

элементов, расположенных в вершинах треугольников с основаниями 

параллельными главной диагонали; с противоположным знаком – три члена, 

расположенные аналогичным образом относительно побочной диагонали. 

Поэтому этот способ вычисления определителя третьего порядка называют 

«правилом треугольников». 

Пример 1.6. Вычислить определитель третьего порядка  

143

206

321







 A . 

Решение:  









143

206

321

A  

   )1(261)2(4)3(033)2(2)3(46101  

.641281272   

Свойства определителей: 

1
0
.  При транспонировании матрицы ее определитель не изменяется. 

2
0
. При перестановке соседних строк (столбцов) определитель меняет знак на 

противоположный. 

3
0
. Определитель равен нулю, если все элементы строки (столбца) 

определителя равны нулю. 

4
0
. Определитель равен нулю, если имеются несколько строк (столбцов)  с 

пропорциональными (в частности равными) элементами. 
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5
0
. Общий множитель всех элементов строки (столбца) можно вынести за 

знак определителя. 

6
0
. Значение определителя не изменится, если к элементам его строки 

(столбца) прибавить соответствующие элементы другой строки (столбца), 

умноженные на одно и то же число  . 

Замечание. Для определителей третьего и более высоких порядков 

справедливы еще два свойства, которые дают другие способы вычисления 

определителей.  

Для дальнейшего изложения необходимо ввести понятия 

алгебраических дополнений ijA  и миноров ijM  для элемента ija . 

Минором ijM  для элемента ija  определителя n -го порядка называется 

определитель )1( n -го порядка, полученный из исходного  вычеркиванием i

-ой строки и j -го столбца. 

Алгебраическим дополнением ijA  элемента ija  называется минор ijM , 

взятый с определенным знаком, а именно:   ij
ji

ij MA  1 . 

 

7
0
. (Теорема о разложении). Определитель равен сумме произведений 

элементов любой строки (столбца) на их алгебраические дополнения.  

Определитель можно разложить по элементам любой строки 

(столбца). Например, разложение определителя третьего порядка по i -ой 

строке дает формула: 

332211 iiiiii AaAaAaА  , 

где ijA - алгебраические дополнения соответствующих элементов ija . 

8
0
. Если определитель имеет треугольный или диагональный вид 

(определитель, записанный  для треугольной или диагональной матрицы), то 

он равен произведению элементов его главной диагонали. Например: 
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Указание. Для приведения определителя к треугольному виду следует 

воспользоваться свойством 6
0
. 

Пример 1.7. Для определителя из примера 6  найти 32M  и 12A .  

Решение: Чтобы найти 32M  вычеркнем мысленно в данном 

определителе вторую строку и третий столбец, получим определитель 

второго порядка: 

         264
43

21
32 M .      

Для нахождения 12A  необходимо  12M  умножить на 12)1(  , т.е. 

12
12

12 )1( MA  , следовательно 10)122(
14

32
)1( 3

12 



A . 

Пример 1.8. Вычислить определитель из примера 6 разложением по 

второй строке: 

Решение:      
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.

 Определители для удобства вычислений можно приводить к 

треугольному виду, применяя свойства. 

Пример 1.9. Вычислить определитель из примера 6, приведя его к 

треугольному виду. 
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Решение: 
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 A . 

Здесь в первом определителе элементы первой строки умножили на –6 

и прибавили к соответствующим элементам второй; элементы первой же 

строки умножили на  –3  и прибавили к соответствующим элементам третьей 

строки (свойство 6). Получили второй определитель, в котором элементы 

второй и третьей строк имеют общий множитель, которые вынесены за знак 

третьего определителя (свойство 5): из второй строки вынесен множитель   4, 

а из третьей  –2, также вторую и третью строки поменяли местами и 

поменяли перед определителем знак (свойство 2). В третьем определителе 

элементы второй строки умножили на 3 и прибавили к соответствующим 

элементам третьей. Получили определитель треугольного вида (все элементы 

под главной диагональю равны нулю), который равен произведению 

элементов на главной диагонали (свойство 8). 

 

Тема 2. Системы линейных алгебраических уравнений 

Система вида:  
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                                                                  (2.1) 

 

называется системой линейных уравнений (СЛУ), где 

jx - переменные или неизвестные;  

ija - коэффициенты при неизвестных системы, где mi ,1 , nj ,1 ;  

ib - свободные члены. 

Решением СЛУ называется упорядоченный набор значений 

переменных, при подстановке которых в систему вместо переменных, каждое  

уравнение системы обращается в верное равенство. 

Решить систему, значит – найти все ее решения, или доказать, что их нет. 
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Система уравнений называется совместной, если она имеет хотя бы 

одно решение. Если система не имеет решений, то она называется 

несовместной.  

Две системы называются эквивалентными, если они имеют одно и то 

же решения. 

 

Матричная форма записи системы уравнений 

Для системы (2.1) введем следующие обозначения: 

Матрица А , составленная из коэффициентов при неизвестных системы 
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- называется матрицей системы; матрица-столбец 
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- матрицей неизвестных;  
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2

1

– матрица свободных членов. 

Система (2.1) может быть записана в матричной форме или в виде 

матричного уравнения:  

BXA  .                                                        (2.2) 

Решение этого матричного уравнения заключается в отыскании такой 

матрицы Х , которая при данных матрицах A  и B  обращает это уравнение в 

верное матричное равенство. 

Дополним матрицу A  системы (2.1) столбцом свободных членов. 

Полученная матрица  
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                     (2.3) 

называется расширенной матрицей системы. 
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Методы решения систем уравнений 
 

 

I. Метод Крамера (решение СЛУ по формулам Крамера) 
 

Пусть   - определитель матрицы системы (2.4), а j - определитель, 

полученный из определителя   заменой j -го столбца столбцом свободных 

членов B . Тогда, если 0 , то система (2.4) имеет единственное решение, 

определяемое по формулам:  






j

jx , где nj ,1 .                                           (2.4) 

Формулы (2.4) называют формулами Крамера. 

Замечание: если определитель матрицы системы 0  и при этом все 

,0 j  то система имеет бесконечное множество решений. Если же 0  и 

хотя бы один из определителей 0 j , то система несовместна. 

 

Пример 2.1. Решить систему по формулам Крамера 















03

2232

13

321

321

321

xxx

xxx

xxx

. 

Решение: Для данной системы формулы Крамера (2.4) будут иметь 

вид: 





j
jx , где 3,1j . Вычислим  06

311

232

131





 .

 

Следовательно, 

 система имеет единственное решение. 

Вычислим все три j , которые получаются из определителя   

заменой j –го столбца столбцом свободных членов B .  

  9

310

232

131

1 



 ;          0

301

222

111

2  ;          3

011

232

131

3 



 .

    

2

3

6

91
1 









x ;       0

6

02
2 







x ;             

2

1

6

33
3 







x . 

Итак, )5,0;0;5,1(  .  

  



15 

 

II. Метод Гаусса и  Жордана-Гаусса 

Решение системы методом обратной матрицы и по формулам Крамера 

часто оказывается трудоемкой задачей и применимо лишь когда nm , более 

универсальный и эффективный метод (легко реализуемый на компьютере) – 

метод Гаусса или метод Жордана-Гаусса.  

В основе этих методов лежат элементарные преобразования систем, в  

результате которых, из исходной системы уравнений получают 

эквивалентную ей систему специального вида, а именно: с матрицей 

треугольного (метод Гаусса) или диагонального (метод Жордана-Гаусса) 

вида. 

К элементарным преобразованиям систем относятся: 

1) перестановка строк; 

2) умножение всех элементов строки на число 0 ; 

3) прибавление к элементам любой строки соответствующих элементов 

другой строки, умноженных на число 0 ; 

4) исключение из матрицы нулевой строки.  

Замечание. Если в процессе преобразований получается строка, которой 

соответствует уравнение вида: 0000 21  bxxx n , то система 

несовместна. 

Применяя эти методы, следует записать расширенную матрицу СЛУ и 

с помощью элементарных преобразований привести матрицу системы к 

треугольному виду (метод Гаусса), где все элементы ниже главной диагонали 

станут нулевыми. Затем записать СЛУ и с помощью так называемого 

«обратного хода» найти неизвестные. А именно: из последнего уравнения 

определяют неизвестное. Найденное значение подставляют в предыдущее 

уравнение и решают его, и т.д. продолжают находить все неизвестные СЛУ. 

Преобразовывая расширенную матрицу системы по методу Жордана-

Гаусса, добиваются того, чтобы матрица СЛУ имела диагональный вид. 

Далее записывают СЛУ по преобразованной матрице, и все неизвестные 

будут определены.  
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Решение СЛУ методом Гаусса 

Пример 2.2. Решить систему уравнений методом Гаусса 
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. 

Решение: Запишем расширенную матрицу системы и приведем к 

треугольному виду матрицу системы, используя элементарные 

преобразования. Желательно, чтобы элементы главной диагонали равнялись 

единицам. 
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1200
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2
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0010

1131

. 

Вторая, эквивалентная матрица получена следующим образом: 1-ю 

строку умножили на -2 и прибавили ко второй строке; 1-ю строку умножили 

на -1 и прибавили к третьей строке. Третья матрица получена делением на -3 

второй строки. Четвертая матрица получена умножением на 4 второй строки 

и прибавлением ее к третьей строке.  Последняя, пятая матрица получена 

делением элементов третьей строки на 2.  Итак, матрица системы (первые 

три столбца) имеет треугольный вид, причем элементы, расположенные на 

главной диагонали равны единицам. 

После преобразований число оставшихся уравнений равно 3, и число 

неизвестных тоже три, следовательно, система имеет единственное решение. 

По последней матрице восстановим систему уравнений и «обратным ходом» 

найдем решение: 
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1
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 или  )5,0;0;5,1(  . 

Решение совпадает с решениями, полученными ранее другими методами.  

 

Решение СЛУ методом Жордана-Гаусса 

Пример 2.3. Решить систему уравнений методом Жордана-Гаусса 















03

2232

13

321

321

321

xxx

xxx

xxx

. 

Решение: Решая этим методом  необходимо преобразовать 

расширенную  матрицу системы так, чтобы привести к диагональному виду 

матрицу системы. 
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Здесь вторая и третья матрицы получены, так же как и по методу Гаусса. 

В четвертой матрице во втором столбце все элементы, кроме 22а , 

должны равняться нулю. Поэтому четвертая матрица получена из третьей 

следующим образом: элементы второй строки умножаются на -3 и 

прибавляются к первой; элементы второй строки умножаются на 4 и 

прибавляются к третьей. Далее элементы третьей строки в четвертой матрице 

умножаются на 
2

1
, чтобы элемент 33а  стал равен 1. Так получили пятую 

матрицу. Теперь нужно добиться, чтобы элементы третьего столбца, все 
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кроме 33а  стали равны 0. Следует заметить, что элемент 32а  уже равен 0, 

поэтому вторую строку не преобразовываем, а к первой прибавляем третью, 

умноженную на -1, тем самым получаем шестую матрицу, где на месте 

матрицы системы (три первых столбца) расположении диагональная, а 

именно – единичная Е  матрица. Восстановив систему по последней матрице,  

сразу получаем решение:  



















2

1

0
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3

3

2

1

x

x

x

. 

Решения, полученные всеми методами совпадают.  Ответ: 









2

1
;0;

2

3
. 

Замечание. Решение можно было оформлять в виде таблицы, т.е.  решение 

удобнее находить с использованием таблиц Гаусса.  

 

Решение СЛУ с использованием таблиц Гаусса 

Первая таблица для решаемой системы  заполняется следующим 

образом: в столбцах ix   выписываются коэффициенты при соответствующих 

переменных; в столбце  B  - свободные члены. В первой таблице выбирается 

ведущий элемент – любой из ненулевых коэффициентов при неизвестных, 

желательно равный единице. Строка и столбец, где выбран ведущий элемент 

также называются ведущими. Заполнение каждой следующей таблицы 

начинаем с ведущей строки. В новую таблицу выписываются элементы 

ведущей строки из предыдущей таблицы, деленные на ведущий элемент. Все 

элементы ведущего столбца, кроме ведущего который стал равен единице, 

обнуляются, используя, например, элементарные преобразования или 

правило прямоугольника (смотри ниже). В новой таблице опять выбираем 

ведущий элемент только в строке, которая до сих пор не была ведущей. 

Продолжаем до тех пор, пока все строки не побывают ведущими.  
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Правило прямоугольника: Чтобы пересчитать новое значение элемента 

ji
a , нужно вернуться в предыдущую таблицу и мысленно нарисовать 

прямоугольник так, чтобы пересчитываемый элемент 
ji

а  и ведущий 
*a  

располагались на одной его диагонали, тогда на другой диагонали будут 

располагаться элементы A  и B . Новое значение вычисляется по формуле: 

**

*

a

BA
a

a

BAaa
a

ji

ji

ji





 .                                     (2.5) 

 

Тема 3. Уравнение прямой на плоскости 
 

Аналитическая геометрия – это раздел математики, изучающий 

геометрические объекты средствами алгебры. Основным методом 

аналитической геометрии является метод координат, который позволяет 

геометрические задачи сводить к алгебраическим. Считается, что система 

координат введена, если указан способ, позволяющий установить положение 

точки заданием чисел. 

Декартова прямоугольная система координат на плоскости вводится  

следующим образом. Выберем масштаб для измерения длин отрезков. В 

данной плоскости проведем две взаимно перпендикулярные оси: 

горизонтальная Ох (ось абсцисс) и вертикальная Оу (ось ординат). Точка О 

пересечения координатных  осей называется началом координат. 

Декартовыми прямоугольными координатами точки М на плоскости 

называются два числа, равные расстояниям, взятым с определенным знаком, 

от этой точки до  осей соответственно  Оу и Ох. 

Расстояние   между точками  
111

у,хМ  и  
222

у,хМ  находится по 

формуле:   

2
12

2
12 )()( yyxx  .                                        (3.1) 

Деление отрезка в заданном отношении. Рассмотрим две различные 

точки  
111

у,хМ  и  
222

у,хМ . Если точка  у,хМ  делит отрезок 21ММ  в 

отношении λ, считая от точки 1М  т.е. λ=
2

1

ММ

ММ
, то ее координаты 

определяются формулами: 
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1
21

хх
х ,      










1
21

уу
у ,                                      (3.2) 

в частности, если точка  у,хМ  является серединой отрезка 21ММ , т.е. λ=1, 

из (3.2) получим формулы деления отрезка пополам: 

 
2

21
хх

х


 ,        
2

21
уу

у


 .                                         (3.3) 

Уравнением линии на плоскости, относительно выбранной системы 

координат называется такое уравнение   0y,xF , которому удовлетворяют 

координаты любой точки данной линии и не удовлетворяют координаты ни 

одной точки, не лежащей на этой линии. 

Уравнения прямой на плоскости задаются алгебраическими 

уравнениями первой степени относительно декартовых координат: 

1) Общее уравнение прямой:  

                               0 СВуАх , где 022  ВА ;                               (3.4) 

2) Уравнение прямой, проходящей через две заданные точки  
111

у,хМ  и 

 
222

у,хМ , имеет вид:              
12

1

12

1

xx

xx

yy

yy









;                                    (3.5) 

Замечание. Если знаменатель одной из дробей в (3.5) равен нулю, то 

прямые параллельны осям координат и задаются уравнениями или 1хх   или 

1уу  .    

3) Уравнение прямой с угловым коэффициентом:  

                                                  bkxy  ;                                                    (3.6) 

4) Уравнение прямой, проходящей через заданную точку и имеющей 

данный угловой коэффициент: 

 )( 11 xxkyy  .                                               (3.7) 

Если две прямые заданы уравнениями: 11 bxky    и 22 bxky  , то 

тангенс угла φ между двумя прямыми определяется по формуле: 

,
kk

kk
tg

21

12

1 


                                                (3.8) 

где знак выбирается в зависимости от того, острый или тупой угол между 

прямыми нужно найти. 

Необходимое и достаточное условие параллельности  выражается 

равенством: 
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21 kk  .                                                       (3.9) 

Необходимое и достаточное условие перпендикулярности прямых  

выражается равенством:  121  kk   или 

                                                    
1

2

1

k
k  .                                             (3.10) 

Расстояние d   от точки   000 у,хМ  до прямой 0 СВуАх   можно 

определить по формуле: 

    
22

00

ВА

СВуАх
d




 .                                          (3.11) 

 

Для нахождения точки пересечения прямых 1l  и 2l  необходимо решить 

систему уравнений, соответствующих уравнениям данных прямых.   

Пример 3.1. Даны вершины А (–2; 3), В (1; 12), С (11; 6) треугольника 

АВС. Найти:  

1) уравнение стороны АВ;  

2) длину стороны АВ;  

3) уравнение высоты, опущенной из вершины С;  

4) длину этой высоты;  

5) уравнение прямой, параллельной стороне АВ, проходящей через 

вершину С;  

6) площадь треугольника;  

7) уравнение медианы, опущенной из вершины С;  

8) точку пересечения высот;  

9) внутренний угол треугольника  АВС;  

10) сделать чертеж. 

Решение: 

1) Для нахождения уравнения стороны АВ воспользуемся уравнением 

прямой, проходящим через две точки. Подставим  в (3.5) координаты точек  

А и В: 

 
 21

2

312

3








 xy
;      

3

2

9

3 


 xy
     или       

1

2

3

3 


 xy
; 
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633  xy    или   093  yx  – получено общее уравнение                           

прямой АВ.  

2) Длину стороны АВ найдем по формуле расстояния между двумя 

точками. Подставим в (3.1) координаты точек  32;A  и   121;B   

22 )312()21(  ABd = 819 = 90 = 103 ед. 

3) Высота CD, проведенная к стороне AB перпендикулярна ей (CD  

AB), и поэтому, чтобы воспользоваться условием перпендикулярности (3.10) 

запишем уравнение прямой АВ: 093  yx  в виде уравнения прямой с 

угловым коэффициентом (3.6) 93  xy . Следовательно, 3
AB

k . Угловые 

коэффициенты 
CD

k  и АВk   удовлетворяют условию (3.10), т.е.:  

                                    
АВ

DC
k

k
1

 , 

следовательно, угловой коэффициент высоты CD будет равен 
3

1


CD
k .  

 Напишем уравнение высоты CD, используя уравнение прямой, 

проходящей через заданную точку и имеющей данный угловой коэффициент: 

Подставляя в (3.7) координаты точки С(11; 6) и угловой коэффициент   
CD

k =

3

1
  получим: 

 ,011183,11183,)11(
3

1
6  yxxyxy  или 

 0293  yx  – общее уравнение прямой CD. 

4) Длину высоты СD, найдем как расстояние от точки С(11; 6) до 

прямой  АВ: 093  yx , используя формулу (3.11): 

5

1018

10

1036

10

36

)1(3

961113

22





 CDd . 

5) Уравнение прямой СL, параллельной стороне АВ, проходящей через 

вершину С напишем, используя условие параллельности (3.9), т.е.  

3
ABСL

kk . В уравнение (3.7) подставим координаты точки С(11; 6) и 
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значение углового коэффициента 3
CL

k , получим: )11(36  xy , или 

273  ху .  

Итак, 0273  ух  - общее уравнение прямой СL. 

6) Площадь треугольника найдем по формуле: 

 54
5

1018
103

2

1

2

1
 CDABS ед

2
. 

7) Для нахождения уравнения медианы CM, найдем координаты точки 

М. Точка М делит сторону АВ пополам, тогда по формулам деления отрезка 

пополам (3.3) координаты точки М будут равны : 

5,0
2

1

2

12

2






 BA

M
xx

x , 5,7
2

15

2

123

2






 BA

M
yy

y . 

Уравнение медианы СМ  получим, подставив координаты точек C(11; 6) и  

М(-0,5; 7,5) в формулу (3.5): 

;
23

11

3

6
;

5,11

11

5,1

6
;

115,0

11

65,7

6






















 xyxyxy
 

33313823  ху   или  013823333  ух  

Итак:  0171233  yx  – общее уравнение медианы СМ. 

8) Для нахождения точки пересечения высот треугольника АВС 

необходимо найти уравнение еще одной высоты, например проведенной из 

вершины A, т.к. все три высоты пересекаются в одной точке. Найдем 

уравнение высоты AF аналогично тому, как находили уравнение высоты CD 

в пункте 3). Для этого напишем уравнение стороны ВС  по формуле (3.5), 

используя координаты точек  В(1; 12) и  С(11; 6), тогда  

,
5

1

3

12
;

10

1

6

12
;

111

1

126

12 


















 xyxyxy
 

 или  )1(3)12(5  ху ,  12)1(
5

3
 ху . 
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Следовательно, для прямой ВС  угловой коэффициент 
5

3


BC
k . Угловой 

коэффициент прямой  AF  из условия (3.10) будет: 
3

5

5

3

11





BC

AF
k

k . 

Подставляя в (3.7) координаты точки  А(-2; 3) и угловой коэффициент 
3

5


AF
k

, получим уравнение высоты  AF: ;)2(
3

5
3  xy  или  

;093105;10593  yxxy  

Итак, 01935  yx  – общее уравнение высоты AF. 

 Решая систему уравнений, соответствующих прямым CD и AF, найдем 

точку пересечения высот: 

 









01935

0293

yx

yx
, 

 .
3

5
,106,0106  xxx  

Подставим в первое уравнение системы и получим: 

.
9

82
;

3

82

3

587

3

5
293,0293

3

5



 yyy  

Итак, точка Е пересечения высот имеет координаты 








9

82
;

3

5
E  

 

9) Для нахождения угла АВС используем формулу (3.8), где 1k  – угловой 

коэффициент прямой АВ  и  2k  - угловой коэффициент прямой ВС, т.е. 

60
5

3
3 21 ,kk,kk BCAB  , 

причем по рисунку видно, что этот угол   меньше 
2


, следовательно, tg  

должен быть положительным. 
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Итак, 5,4
2

9

8,0

6,3

8,11

36,0










tg   или   5,4arctg .   

10) Выполним чертеж в прямоугольной декартовой системе координат: 

 

Рис. 1 

 

Тема 4. Предел функции 

 

Во многих разделах математики используется понятие предела, 

который обозначается   Axflim
xx


 0

 и означает следующее: предел функции 

 xf  при стремлении x  к 0x  равен A . Значения A  и 0x  могут быть как 

конечными, так и бесконечными.  

Свойства пределов:  

Если   Axflim
xx


 0

 и   Вxglim
xx


 0

   Bxglim
xx


 0

, причем A  и B  конечны, то 

     BAxgxflim
xx


 0

; 

  Acxfclim
xx


 0

  при  constc  ; 

     BAxgxflim
xx


 0

; 
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  B

A

xg

xf
lim

xx


 0

  при 0B . 

 

Понятие бесконечно больших и бесконечно малых функций 

Если   0
0




xlim
xx
 , то функция  x  называется бесконечно малой при 

стремлении x  к 0x . 

Если   


xflim
xx 0

, то функция  xf  называется бесконечно большой при 

стремлении x  к 0x . 

Функция, обратная бесконечно малой, является бесконечно большой, и 

наоборот, т.е. 

если   0
0




xlim
xx
 , то  

 


 х
lim

xx 

1

0

,       если   


xflim
xx 0

, то 
 

0
1

0


 xf
lim

xx
. 

  Вычисление предела отношения двух бесконечно малых или двух 

бесконечно больших функций называется раскрытием неопределенности. 

Основным методом раскрытия неопределенностей является сокращение 

множителя, вызывающего неопределенность, а также используют два 

замечательных предела. 

1
0


 x

xsin
lim

xx
 – первый замечательный предел. 

      exlim x

xx




1

1
0

  или  e
x

lim

x

xx













1
1

0

 – второй замечательный предел в 

двух различных формах. Иррациональное число 72,2e является основанием 

натуральных логарифмов. 

 

 

Следствия: 

 а) e
с

вах
lim

вах

с

xx








 





1

0

      или         б) e
ваx

с
lim

с

вах

xx
















1

0
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Пример 3.1. Найти пределы функций: 

 

1) .
xx

xx
lim
x 672

103
2

2

2 




 

Решение: Подстановка предельного значения аргумента 2x  

приводит к неопределенности вида 








0

0
. Чтобы раскрыть неопределенность 

вида 








0

0
 отношения двух бесконечно малых, необходимо предварительно 

разложить числитель и знаменатель на линейные множители, т.е.   

  21
2 ххххacbxax  , где 1x  и 2x   х2  – корни квадратного трехчлена. 

 

.x,x,x

,D,xx

,x,x,x

,D,xx

,

,

2

3
2

4

17

1624490672

3

5
2

6

111

11121103410103

2121

2

2121

22















 

Тогда, сокращая числитель и знаменатель на общий множитель, будем иметь:  




































 322

523

32

53

2

3
22

3

5
23

672

103
222

2

2 )(

)(

x

x
lim

x)x(

x)x(

lim
xx

xx
lim

xxx
.11

1

11





 

Следует заметить, что  x  только стремится к своему предельному значению 

2 , но не совпадает с ним. Следовательно, множитель, на который 

сокращается дробь ( )x  2 , отличен от нуля. 

2) 
2

2

824

853

xx

xx
lim
x 




. При  х получаем неопределенность вида .











  

Решение: Чтобы найти предел дробной рациональной функции, 

необходимо разделить числитель и знаменатель дроби почленно на старший 

член числителя или знаменателя и применить основные теоремы о пределах:  

.

xx

xxlim

x

x

x

x

x

xx

x

x

x

lim
xx 8

3

8
24

85
3

824

853

2

2

2

2

22

222

2
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3) 
20

2131

xx

xx
lim
x 




.   

Решение: Подстановка предельного значения 0x   приводит к 

неопределенности вида .








0

0
 Чтобы раскрыть эту неопределенность, 

домножим числитель и знаменатель дроби на выражение, сопряженное 

числителю )xx( 2131  , и вынесем общий множитель в знаменателе: 



.
))(()xx)(x(x

x
lim

)xx)(x(x

xx
lim

)xx)(x(x

)x()x(
lim

)xx)(x(x

)xx()xx
lim

x

xx

x

2

1

2

1

010110

1

21311

21311

2131

21311

2131

21311

21312131

0

00

0





































 

4) 12

23

33 













 n

n n

n
lim . 

Решение: При подстановке в числитель и знаменатель выражения 

предельного значения получим неопределенность вида )1(  . Раскроем эту 

неопределенность следующим образом. Выделим в числителе выражение 

такое же, как в знаменателе, и почленно разделим числитель на знаменатель: 

1212

23

1
1

23

123 




























 n

n

n

n n
lim

n

n
lim . 

Используя следствие б) 2-го замечательного предела и свойства степеней, 

можем записать предел следующим образом: 

.eee
n

lim n

n
lim)n(

n

n

n

n 3 23

2

23

12
12

23

1

1

23

0

23

1
1 






















 










  

5)   


)n(ln)n(lnnlim
n

321243  

Используем свойства логарифмов и получим 
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.elnelneln

n
limln

n
limln

n

n
limln

n

n
lnlim

n

n
ln)n(lim

n

n

)n(
n

n

n

n

n

n

n

n

nn

lim
n 33

32

2
1

32

2
1

32

232

32

12

32

12
43

323

12

43
32

2

2

3243

4343







































































































  

6) 
xcosx

xcos
lim
x 3

71
0 




. 

 Используя, известную из тригонометрии формулу xsinxcos 2221  , 

имеем  xsinxcos
2

7
271 2 .  
















 xsinx

xsinx
lim

x

x

xsinx

xsin
lim

xsinx

xsin
lim

xxx 3
2

7

2
3
2

7
2

2
3
2

7
2

2

2

0

2

0

2

0
 


















































 xsin

x
lim

x

xsin
lim

xsin

x
lim

x

xsin
lim

xxxx 3

3

3

1

2

7
2

7

2

7
2

3

3

2

7
2

7

2

7

2
0

2

0

2

30

2

0

.)(
6

49
11

3

1

4

49
2 2   

7) 
xtgx

xsin
lim
x 2

52

0
. 





 xsin

xcosx

x

xsin
lim

xtgx

xsin
lim

xx 2

25

2

5
2

2

0

2

0
 











 2

2

2
2

5

55
00

2

0 xsin

x
limxcoslim

x

xsin
lim

xxx
 

2

25
1

2

1
1125

2

2

2

1
1

5

5
5 2

0

2

0

2 









 xsin

x
lim

x

xsin
lim

xx
. 
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Тема 5.  Производная 

Понятие производной возникло в результате решения таких задач, как 

задача о проведении касательной к кривой или о вычислении скорости 

неравномерного движения. 

 Пусть  xfy   есть непрерывная функция аргумента x , определённая 

на некотором интервале. Зададим аргументу х произвольное приращение 

(изменение) x  такое, что xx   также принадлежит этому интервалу. 

Функция получит приращение    .xfxxfy   

Производной функции  xfy   называется предел отношения 

приращения  функции y  к приращению аргумента x  при 0x  (при 

условии, что этот предел существует). 

Производную обозначают  
 

.
dx

xdf
,

dx

dy
,xf,y   

Итак, по определению, 

   
.limlim

00 x

xfxxf

x

y
y

xx 









      

                      (5.1) 

Если для некоторого значения x  выполняется условие 




 x

y

x
lim

0

или  ,lim
0






 x

y

x

то говорят, что функция имеет бесконечную 

производную.      

Если функция в точке x  имеет конечную производную, то функция 

называется дифференцируемой в этой точке. Функция, дифференцируемая во 

всех точках интервала, называется дифференцируемой на этом интервале.  

Нахождение производной функции называется  дифференцированием 

функции. 

Дифференциалом (первого порядка) функции  xfy   называется 

главная часть её приращения, линейная относительно приращения аргумента. 

Дифференциалом аргумента называется приращение аргумента: xdx  . 
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Дифференциал функции равен произведению её производной на 

дифференциал аргумента: 

    dxydx  .                            (5.2) 

 Производная сложной функции: если дана сложная функция  ufy  , 

где  xuu   и функции  uf  и  xu  - дифференцируемые функции от своих 

аргументов, то производная сложной функции существует и равна 

производной данной функции по промежуточному аргументу и, умноженной 

на производную самого промежуточного аргумента по независимой 

переменной х, т.е. 

  xux ufy .         (5.3) 

Производная от функции в точке х есть функция от х, т.е.  xf   

обозначает функцию,  0xf   обозначает число - производную от функции в 

точке 0x . Если производная от  xf   существует, то она называется второй 

производной от  xf  и обозначается  xf  . 

Подобным образом определяется   производная n-го порядка  
  xf n , 

которая является производной от производной  1n - го порядка.   

Геометрический смысл производной: производная  0xf   есть угловой 

коэффициент (тангенс угла наклона) касательной, проведённой к кривой 

 xfy   в точке с абсциссой 0x , т.е.  0xftg  , где  -угол, образованный 

касательной с положительным направлением оси Ох. 

Тогда уравнение касательной к кривой  xfy   в точке 0x  примет вид 

       000 xxxfxfy  .                 (5.4) 

Основные правила дифференцирования 

 Пусть даны функции     constcиxvv,xuu  . 

  0c                        (5.5) 

  1x                        (5.6) 

    ucuc                       (5.7) 
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    vuvu                                       (5.8) 

    vuvuvu                       (5.9) 

  
2v

vuvu

v

u 











                   (5.10) 

Основные формулы дифференцирования 

 

 Производные основных 

элементарных функций 

Производные сложных функций, 

u=u(х)  произвольная функция 

 

 1 
с΄=0,            с=const  

 

 2   1
 nn nxx    unuu nn 

 1   

 

 3 
 

x
x

2

1



  
u

u
u

2





  

 

 4   alnaa xx 


    ualnaa uu 


 

 

 5   xx ee 


    uee uu 


  

 

 6 
 

alnx
xloga

1
   

alnu

u
uloga


  

 

 7 
 

x
xln

1
   

u

u
uln


  

 

 8 
  xcosxsin     ucosuusin   

 

 9 
  xsinxcos     usinuucos   

 

10 
 

xcos
xtg

2

1
   

ucos

u
ugt

2


  

 

11 
 

xsin
xctg

2

1
   

usin

u
uctg

2


  

 

   12 
 

21

1

x
xsinrca


   

21 u

u
usinrca




  

 

    13 
  

21 u

u
ucosrca




  

 

14 
 

21

1

x
xrctga


   

21 u

u
urctga




  

 

15 
 

21

1

x
xrcctga


   

21 u

u
urcctga




  

 
21

1

x
xcosrca
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Пример 5.1. Составить уравнение касательной к кривой 13  xxy  в 

точке 20 x . 

Решение. В соответствии с формулой (5.3) уравнение касательной в 

точке 20 x  примет вид     222  xffy . Найдём производную 

функции, применяя правила дифференцирования,  

    .xxxxxy 1311 233 





   Вычислим  значения функции и её 

производной в заданной точке   91222 3 f ,   131232 2 f . 

Уравнение касательной  2139  xy  или .xy 1713   

Пример 5.2.  Найти производные и дифференциалы заданных 

функций: 

 

   .xlnxyг,xtgyб

,
x

x
yв,

xx
xya

xarcsin 132

2

21
3

2

23

3

25
4

















 

Решение.   .xx
xx

xyа

5

2

3
4

5
4 323

2

























 

Сначала преобразуем функцию, затем дифференцируем, применяя 

формулу производной степенной функции   unuu nn 
 1 , где  

3
24 

xx
xu , п=5. 

 .xtgyб

.dx
x

x
xx

xdy

.
x

x
xx

x

xxxxxxxxy

2

3
43

2
5

3
43

2
5

2

3
2432532325

3

5

3

4

4

5

3

4

4

2

5

3

4

2

3

42

3

4

4

2

3

4
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 Применим формулу из предыдущего примера, т.к. функция является 

степенной 3uy  , 2 xtgu . При нахождении производной u  применяем 

формулу  
ucos

u
ugt

2


 , где 2 xu , которая так же является степенной 

функцией. 

    





 2
2cos

1
23223

2

22 x
x

xtgxtgxtgy  

.
2cos22

23

22

1

2cos

1
23

2

2

2

2












xx

xtg

xx
xtg  

.
2cos22

23
2

2

dx
xx

xtg
dy




  


3

2

2

21

x

x
yв




  .    Дифференцируем как частное по формуле (5.9). 

      
 

    
 

   

 

  .xlnxyг

.dx

x

xxx
dy

.

x

xxx

x

xxxx

x

xxxx

x

xxxx
y

xarcsin 13

2

832

2

832

2

6348

2

32124

2

221221

2

23

24

23

24

23

424

23

223

23

3232



































 

Применяем формулу производной показательной функции 

  ualnaa uu 


, а для второго слагаемого формулу (5.8). Затем используем 

формулы  
21 u

u
usinrca




  и  

u

u
uln


 . 

          

        































1

1
1ln

1
3ln31ln

1lnarcsin3ln31ln3

2

2
2arcsin2

2arcsin2arcsin

x

x
xx

x

x
xx

xxxxxy

x

xx
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  .

1

2
1ln

12

3ln
3

.
1

2
1ln

12

3ln
3

1

2
1ln

12

1
3ln3

2

2
2arcsin

2

2
2arcsin

2

2
2arcsin

dx
x

x
x

xx
dy

x

x
x

xxx

x
x

xx

x

xx

































 

 

Тема 6. Функции нескольких переменных 

 Если каждой упорядоченной паре  yx,  из некоторого множества M  по 

определенному правилу ставится в соответствие определенное число z  

принадлежащее множеству N , то говорят, что задана функция двух 

переменных  yxfz , . 

 При этом множество M называется областью определения, а N - 

множеством значений функции. Переменные x  и у  меняются независимо 

друг от друга. 

Если независимых переменных nxxx ,...,, 21  n  штук, имеем функцию n

переменных    nxxxfz ,...,, 21 . 

 Графиком функции двух переменных  yxfz ,  называется множество 

точек трехмерного пространства  zyx ,, , аппликата z  которых связана с 

абсциссой x  и ординатой   функциональным соотношением  yxfz , . То 

есть график функции двух переменных  yxfz , , вообще говоря, 

представляет собой некоторую поверхность в трехмерном пространстве. Как 

правило, построение поверхности оказывается довольно трудной задачей и 

поверхность в пространстве обладает гораздо меньшей наглядностью, чем 

линия на плоскости. Поэтому в случае двух переменных для изучения 

поведения функции используют линии уровня. 

 Линией уровня функции двух переменных  называется 

множество точек на плоскости , в которых функция сохраняет одно и 

тоже значение . 

 yxfz ,

Oxy

C
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Примерами линии уровня являются изотермы на картах синоптиков – линии 

уровня температуры, изобары – линии уровня давления. В экономическом 

анализе также используются линии уровня. 

 Любой функции  yxfz ,  можно поставить в соответствие пару 

функций одной переменной: при фиксированном значении 
0

xx   функцию 

 yxfz ,
0

  по переменной y   при фиксированном значении 
0

yy   функцию 

 
0

, yxfz   по переменной x . 

 Пусть  yxfz ,   – функция двух переменных. Первая производная 

функции  yxfz ,  по переменной   при фиксированной второй переменной 

  называется первой частной производной функции по переменной  , что 

символически записывается так: 
x

z , или  yxf
x

, , или 
x

z




. 

 Аналогично определяется первая частная производная функции  yxf ,  

по переменной y : 
y

z , или  yxf
y

, , или 
y

z




. 

 Из определения частных производных следует, что для нахождения 

частной производной  yxf
x

,  надо считать постоянной переменную y   а для 

нахождения  yxf
y

,  – переменную x . Вычисления частных производных 

выполняется по обычным правилам дифференцирования функций одной 

переменной, при этом значении всех переменных, кроме одной, по которой 

вычисляется производная, считаются постоянными. 

Пример 6.1. Найти частные производные функции 323 43 yyxxz   

Решение. При вычислении частной производной по x  следует 

переменную y  считать постоянной, поэтому слагаемое 34y  играет роль 

постоянной и его производная равна нулю, а в слагаемом yx23 по свойству 

дифференцирования можно вынести постоянный множитель y3 :  

xyx
x

z
63 2 




. 
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 Аналогично, вычисляя частную производную функции по  , считаем 

постоянной переменную x :  

22 123 yx
y

z





. 

 Как видим из примера, частные производные сами являются 

функциями тех же переменных, от которых эти производные вычислялись. 

Как и в случае функции одной переменной, можно определить производные 

от производных, или производные высших порядков. Ограничимся частными 

производными второго порядка функции двух переменных. 

 Если частную производную 
x

z  продифференцировать по x , а частную 

производную 
y

z  продифференцировать по y , получим частные производные 

второго порядка «дважды» по xи «дважды»  по y : 

   yxf
xx

z
yxfz

xxxxx
,,

2

2










 , 

   yxf
yy

z
yxfz

yyyyy
,,

2

2










 . 

 Если же частную производную 
x

z  продифференцировать по y , а 

частную производную 
y

z  продифференцировать по x , получим еще одну 

пару частных производных второго порядка, называемых смешанными: 

   yxf
yyx

z
yxfz

xxyxy
,,

2










 , 

   yxf
xxy

z
yxfz

yyxyx
,,

2










 . 

 Заметим, что написание нижних индексов соответствует порядку 

вычисления производных по различным переменным. 

Для функции двух переменных  yxfz ,   как и для функции одной 

переменной, можно ввести понятие дифференциала функции, который 

определяется выражением 
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dy
y

z
dx

x

z
dz









 , 

где дифференциалы независимых переменных принимаются равными 

приращениям xdx  , ydy  . 

 Как и в случае функций одной переменой, дифференциал функции 

двух переменных приближено определяет величину изменения функции при 

малых изменениях независимых переменных:  

dyzdxzz
yx
 . 

Пример 6.3. Найти дифференциал функции   .21 32  yxz   

Решение. Найдем частные производные первого порядка: 

)2(2 3 



yx

x

z
, 

 13 22 



xy

y

z
, 

тогда дифференциал имеет вид  

   dyxydxyxdz 1332 223  . 

 Упорядоченная пара частных производных первого порядка 
















y

z

x

z
,  

или     yxfyxf
yx

,,,   функции  yxfz ,  двух переменных x  и y  

обозначается zgrad  или  yxgrad ,  и называется градиентом функции двух 

переменных  yxfz , . Градиент функции двух переменных является 

двумерным вектором и в каждой точке  
00

, yx  показывает направление 

самого быстрого роста функции  yxf , . 

Пример 6.4. Найти градиент функции   .21 32  yxz  в точке  1,2A . 

Решение. Частные производные: )2(2 3 



yx

x

z
,  13 22 



xy

y

z
. 

Градиент в общем виде имеет вид:  

 




  13);23(2 22 xyyxzgrad . 
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Чтобы найти градиент в точке  1,2A  вычислим значения частичных 

производных в этой точке: 

12)21(22 




Ax

z
, 

9)14(3 




Ay

z
. 

тогда  9;12
A

zgrad . 

 

Тема 7. Неопределенный интеграл 

 Основной задачей дифференциального исчисления является 

нахождение по данной функции ее производной. Рассмотрим обратную 

задачу: дана функция, требуется найти такую функцию, производная которой 

была бы равна данной. 

Функция  xF  называется первообразной функции  xf  на отрезке 

 bа; , если во всех точках этого отрезка выполняется равенство:  

  xF  xf . 

Пример 7.1. Функция   xsinxF   первообразная для функции 

  xcosxf   на промежутке   ; , так как в каждой точке этого 

интервала выполнено равенство   xcosxsin 


. 

Если функция  xF  является первообразной для функции  xf , то 

выражение   СxF  , где С  – произвольная постоянная, называется 

неопределенным интегралом для функции  xf , и обозначается символом 

  dxxf . 

Основные свойства неопределенного интеграла 

1. Производная от неопределенного интеграла равна подынтегральной 

функции: 

    xfdxxf 


 . 
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2. Дифференциал неопределенного интеграла равен подынтегральному 

выражению: 

    dxxfdxxfd  . 

3. Неопределенный интеграл от дифференциала некоторой функции 

равен этой функции с точностью до постоянного слагаемого C : 

    CxFxdF  . 

4. Постоянный множитель можно выносить за знак неопределенного 

интеграла: 

   dxxfk   dxxfk , где 0k . 

5. Интеграл от алгебраической суммы функций равен алгебраической 

сумме их интегралов: 

      dxxgxf    dxxf   dxxg . 

Таблица основных неопределенных интегралов 

1.   Cхdx  . 

 

2.   C
n

x
dxx

n
n 







1

1

, ( 1п ). 

 

3.   Cx
x

dx
 ln . 

 

4.     dxa x C
a

a x


ln

. 

 

 

5.     dxex
Cex  . 

 

 

6.     dxxcos Cx sin . 

 

 

7.    Cxdxx  cossin . 

 

8.      Cx
x

dx
tg

cos2
. 

11.  Cxdxxtg  cosln . 

 

 

12.  C
a

x
tgarc

aax

dx





1
22

 ( 0a ). 

 

 

13.  C
ax

ax

aax

dx








 ln

2

1
22

 ( 0a ). 

 

 

 

14.  C
хa

хa

aха

dx








 ln

2

1
22

 ( 0a ). 

 

 

15.  Cаxx

аx

dx





2

2
ln . 

 

 

16.    C
x

tg
x

dx

2
ln

sin
. 
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9.      Cx
x

dx
ctg

sin2
. 

 

 

10.  Cxdxxсtg  sinln . 

 

 

 

17.    C
x

tg
x

dx

42
ln

cos


. 

 

 

18.  C
a

x

xa

dx



 arcsin

22
 

 

Основные методы интегрирования 

1. Непосредственное интегрирование 

Интегрирование, которое можно произвести с помощью табличных  

интегралов (после преобразования подынтегральной функции, если это 

необходимо), будем называть непосредственным интегрированием. 

Пример 7.2. Найти:  a) 
 



dx

xx

x
22

2

1

51
;          б) 


dx

xx

dx
24

. 

Решение.  

      а)   



 dx

xx

x
22

2

1

51  
 





 dx

xx

xx
22

22

1

41

  



 dx

xx

x
22

2

1

1

  


 dx
xx

x
22

2

1

4
 

  =  dx
x2

1



 dx

x21

4


 dxx 2 


  dx
x21

1
4 Carctgx

x
 4

1
. 

б) прибавляя и вычитая 2x  в числителе подынтегральной функции, 

получаем 

 
 24 xx

dx
   




 dx

xx

xx
22

22

1

1
 2x

dx





12x

dx


 dxx 2 



12x

dx
 

Carctgx
x


1

. 

 

2. Метод подстановки (замены переменной) 

Метод замены переменной в неопределенном интеграле является одним из 

самых эффективных методов интегрирования.  
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Пусть требуется найти интеграл  dxхf )( , который не является 

табличным. В этом случае в подынтегральном выражении нужно произвести 

замену переменной x = φ(t), чтобы интеграл стал табличным или сводился к 

ним проще, чем первоначальный. Функция φ(t) должна быть непрерывной, 

иметь непрерывную производную и обратную функцию. Так как dx = φ´(t)dt, 

то 

  dxxf       dtttf  . 

Замечание. При интегрировании функций иногда целесообразно 

сделать замену t = ψ(x), а не х=φ(t). Тогда dt = ψ´(x) dx. 

Не существует общего «рецепта», следуя которому можно всегда 

понять, какую подстановку надо применить к данному интегралу, однако 

следует иметь ввиду полезные подсказки: 

1) если под знаком интеграла стоит сложная функция f(φ(x)), как правило, 

используется подстановка t = φ(t) (к примеру, если в подынтегральном 

выражении встречается функция 
2xe , то стоит попробовать подстановку 

2xt  , а если 
x

1
sin , то 

x
t

1
  и т. д.); 

2) если в подынтегральном выражении есть готовый дифференциал 

функции φ(t), т. е. выражение φ´(x)dx, то имеет смысл попробовать 

подстановку t = φ(t).  

Умение найти подходящую подстановку приходит по мере накопления 

опыта интегрирования. Рассмотрим ряд примеров. 

Пример 7.3. Найти:  а) dxхх 
3 32 53 ;     б)  dxeе xх 52cos  ;                       

в)  2

1

2

х

dxх

;      г) 
 х

х dx

44

2
. 
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Решение.     а)  dxхх
3 32 53 







dxxdt

dxxdt

xt

2

2

3

9

1

9

53

 dtt3

1

9

1
 

   Cx 3

4
3 53

12

1   Cxx 
3 33 5353

12

1
.  

б)    dxeе xх 52cos 




dxedt

et

x

x

2

52
 dttcos

2

1
Ctsin

2

1
 

  Cex  52sin
2

1
. 

в)  2

1

2

х

dxх







2

1

x

dx
dt

x
t

  dtt2  C
t

2ln

2
C

x


2ln

2

1

. 

г) 



х

х dx

44

2

 





2
24

2

х

х dx






dxdt

t

x

x

2ln2

2





2222ln

1

t

dt
 

Cx  12arcsin
2ln

1
. 

3. Интегрирование по частям 

Пусть u = u(x) и v = v(x) – дифференцируемые функции от x. Тогда 

дифференциал их  произведения равен 

  vduudvvud  . 

Проинтегрировав это выражение, получим     vduudvvud  или 

  vduvuudv .  

Формула                             vduvuudv  

выражает правило интегрирования по частям.  

Пример 7.4. Найти:  

               а)   dxxx  2cos1 ;             в) dxx
3sin ; 
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б)    dxex x32 ;                г)  xdxex cos . 

Решение. Применим метод интегрирования по частям. 

а)     dxxx 2cos1 




xvdxdu

xdxdvxu

2sin
2

1
,

,2cos,1
 

    xdxxx 2sin
2

1
2sin

2

1
1 Cxx

x



2cos

4

1
2sin

2

1
. 

б)      dxex x32 





xх

x

edxеvdxdu

dxеdvxu

33

3

3

1
,

,,2

 

    Ceexdxeex xxxx  
3333

9

1
2

3

1

3

1

3

1
2 . 

в)   Целесообразно ввести новую переменную 3 хt  . 

dxx
3sin 







2

3

3

3tdx

tх

хt

 dttt sin3 2  dttt sin3 2 




,cos,2

,sin,2

tvtdtdu

tdtdvtu
 

   tdtttt cos2cos3 2   tdtttt cos6cos3 2 




,sin,

,cos,

tvdtdu

tdtdvtu
 

 6cos3 2 tt    tdttt sinsin  Cttttt cos6sin6cos3 2
 

Cxxxxx  33333 2 cos6sin6cos3 . 

г)  Обозначим  xdxeI x cos . 

 xdxex cos 




xvdxedu

dxxdveu
x

x

sin,

,cos,
  xdxexe xx sinsin . 

Последний интеграл берем также по частям 

 xdxex sin 




xvdxedu

dxxdveu
x

x

cos,

,sin,
  xdxexe xx coscos . 

В результате получаем уравнение вида: I  xex sin  Ixex  cos . 

Решая его, окончательно будем иметь 



45 

 

I   Cxxexdxe xx  cossin
2

1
cos . 

 

Тема 8. Определенный интеграл 

Пусть функция  xf  определена и ограничена на отрезке  ba,  и 

bxxxa
n
 ...

10
 – произвольное разбиение этого отрезка на   

элементарных промежутков. Предположим, что на каждом  отрезке           

выбрана точка i .  Тогда сумма  

i

n

i
inn xfxfxfxfS  

1
2211 )()(...)()(   

называется интегральной суммой для функции )(xfy   на отрезке  ba; , а её 

предел при стремлении i
i

xmax  к нулю, если он существует и конечен, 

называется определённым интегралом от функции )(xf  в пределах от a  до b  

и обозначается так: 

  i

b

a

n

i
i

x

xfdxxf
i

 
 10max

lim)(  . 

 Определённый интеграл не должен зависеть от разбиений и выбора 

точек i .  

Если определённый интеграл существует, то функция )(xf   называется 

интегрируемой на отрезке  ba; . Если функция )(xf непрерывна на отрезке 

 ba; , то она интегрируема на этом отрезке и, если существует 

первообразная, то справедлива основная формула интегрального исчисления 

  
b

a

b

a
aFbFxFdxxf )()()()(

  

(формула Ньютона-Лейбница), 

Где )(xF  – какая-нибудь первообразная функция )(xf  на отрезке  ba; . 

 

Некоторые свойства определенного интеграла 

1. Постоянный множитель можно выносить за знак определенного интеграла:  
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b

a

b

a

dxxfkdxxkf )( . 

2. Определенный интеграл от алгебраической суммы двух функций равен 

сумме определенных интегралов от этих функций:  

       
b

a

b

a

b

a

dxxfdxxfdxxfxf 2121 )( . 

3. При перестановке пределов интегрирования определенный интеграл 

меняет знак на противоположный:  

  
b

a

a

b

dxxfdxxf )( . 

Совершенно ясно, что если верхний или нижний пределы интегрирования 

совпадают, то есть если    , то интеграл будет равен нулю: 

 
a

a

dxxf 0)( . 

4. Интеграл по отрезку равен сумме интегралов по его частям:  

   dxxfdxxfdxxf
b

c

b

a

c

a
 )( , где bca  . 

 

Пример 8.1. Вычислить интегралы. 

1. 
 


3

1

2
1

dx
x

x
. 

 

Решение: 

 

    .3ln3ln441lnln132
2

1

2

9

1

3
ln

1

3
2

1

3

2
2

1
2

121 23

1

3

1

3

1

3

1

3

1

23

1

2











  














xx

x
x

x

dx
dxxdxdx

x
xdx

x

xx
dx

x

x

 

2. 
2

0 4

48
dx

х

хх

. 

Решение: 

 

  .2
2ln

3
2

2ln

1

2ln

4
02

2ln

2

2ln

2

0

2

0

2

2ln

2
2121

4

8

4

48

02

2

0

2

0

2

0

2

0

2

0











   










xdxdxdxdxdx

x
xx

х

х

х

хх
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Замена переменных (подстановки) в определенном интеграле 

Пусть выполняются следующие условия: 

1) Функция )(xf непрерывна на отрезке  ba; ; 

2) Функция )(tx   непрерывна вместе со своей производной )(t  на 

отрезке  ba; ; 

3) )(a , )(b ; 

4) Функция  )(tf   определена и непрерывна на отрезке  ; , тогда 

      
b

a

dtttfdxxf




)( . 

Пример 8.2.  Вычислить интегралы. 

1. 


5

0
4 13

3

x

dx
. 

Решение. 

  














16

1

4 34 344

3

4

116

1
4

5

0
4

116
3

4

1

16

3

4

1

16

3

4

3

1
3

3

1

3

16,5

1,0

13

13

3
ttdtt

t

dt

dtdx

dxdt

tx

tx

xt

x

dx
 

 

  .
3

28
18

3

4
  

2. 


2

0 4sin

cos


x

xdx
. 

Решение. 

    .452252452
4

5
2

cos

5,
2

4,0

4sin

4sin

cos
2

15

4

2

15

4

2

0
















tdtt
t

dt

xdxdt

tx

tx

xt

x

xdx




 

 

Интегрирование по частям в определенном интеграле 
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Если функции )(xu , )(xv – дифференцируемые на отрезке  ba; , то 

справедлива формула интегрирования по частям, которая имеет вид: 

          
b

a

b

a

xduxvxvxuxdvxu )( . 

Пример 8.3. Вычислить интеграл. 




0

2sin xdxx  

Решение. 

 










 

00 204

2sin

22

2cos

02

2cos

2

2cos

2sin2sin
x

dx
xx

x

x
v

xdxdv

dxdu

xu

xdxx . 

Пример 8.4.  Вычислить площадь фигуры, ограниченную заданными  

линиями ху  , 2ху  . 

Решение. Построим линии, они пересекаются в точках  0,0  и  1,1 .  

Тогда имеем  
3

1

3

1

3

2

0

1

33

2 3

2

31

0

2 













 

x
xdxxxS .  

 

 

                                          

 

 

                                                                     

                                                                                 

                                 1 

 

 

                       0                       1                             

                                         Рис. 8.1. 
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Пример 8.6.  Найти площади плоских фигур, ограниченных линиями: 

2ху  , 
x

у
1

 , 3x , 0у . 

Решение: Искомая площадь OABCSS   –  это площадь под «кривой» 

OAB (см. рис.8.2.) на отрезке  3;0 . 

 Линия OABсостоит из части OAпараболы 2ху   и части ABгиперболы 

x
у

1
 . Соответственно, площадь S  найдем как сумму двух площадей: 

ABCDOAD SSS  , каждую из которых вычислим, опираясь на геометрический 

смысл определенного интеграла.  Решая систему  











,
1

,2

x
y

xy
 

находим координаты точки A :  1,1 .  

Тогда 
3

1

0

1

3

31

0

2 
x

dxxSOAD
,  3ln

1

3
ln

3

1

 x
x

dx
SABCD   и 

43,13ln
3

1
 ABCDOAD SSS  (ед.

2
). 

 

  

                                         Рис. 8.2. 
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Тема 9. Непосредственный подсчет вероятностей 

Изучение закономерностей однородных массовых случайных явлений 

составляет предмет теории вероятностей и основанной на ней 

математической статистики. 

Изучение каждого явления в порядке наблюдения или проведения опыта 

связано с осуществлением некоторого комплекса условий или действий, в 

результате которого происходит определенное явление, называемое 

событием. События, которые могут произойти, а могут не произойти в 

результате испытания называют случайными, и обозначают заглавными 

буквами  А, В, С и т.д.  

Событие называется достоверным, если оно обязательно должно 

произойти в результате испытания и невозможным, если в результате 

испытания не может произойти. 

События называются несовместными, если в условиях испытания 

каждый раз возможно появление только одного из них, т.е. появление одного 

из событий исключает появление другого. В противном случае случайные 

события называются совместными. 

События A  и A  (не A) называются противоположными, если в 

условиях испытания они несовместны и являются единственными его 

исходами. 

События 
n

ААA ,...,,
21

 образуют полную группу, если они являются 

единственно возможными и несовместными исходами некоторого 

испытания. 

События называются равновозможными, если они имеют одинаковые 

шансы появиться в результате испытания.  

Простые или элементарные события - это неразложимые 

равновозможные события и их появление обусловлено только одним 

исходом испытания.  

Если события могут появиться в результате нескольких исходов 

испытания, то их называют сложными. 
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Те исходы, при которых наступает событие A , называются 

благоприятствующими событию А. 

Суммой событий A  и B  называется событие BA , которому 

благоприятствуют все элементарные события, благоприятствующие хотя бы 

одному из событий А и В. Другими словами событие  А+В заключается в 

наступлении события A  или события B , или обоих вместе. 

Произведением событий A  и B  называется событие BA , которому 

благоприятствуют события, благоприятствующие обоим событиям A  и B . 

Другими словами, событие BA  заключается в совместном появлении обоих 

событий и A  и B . 

Для решения практических задач нужна количественная оценка (мера) 

возможности появления или непоявления событий. Для определения этой 

меры ввели понятие вероятности события )(AP . 

Относительной частотой  )(AW  события A  называется отношение 

числа  M  появлений события A  к общему числу N  испытаний, т.е. 

.)(
N

M
AW   При больших N  относительная частота обнаруживает свойство 

устойчивости,  стабилизируется около некоторого числа, которое и принято 

считать статистической вероятностью события A , т.е.  )(lim)( AWAP
N

ст


 . 

Ясно, что применение этого определения на практике затруднительно, т.к. 

требует большого числа испытаний, поэтому, если возможно, то используют 

классическое определение вероятности:                        

n

m
AP )( ,                                                 (9.1) 

где n  – общее число равновозможных несовместных исходов испытания, а 

m  – число исходов, благоприятствующих появлению события A . 

  Из этого определения вытекают следующие свойства: 

1
0
. Вероятность любого события заключена в пределах от нуля до 

единицы, т.е 1)(0  AP ;  
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2
0
. Вероятность достоверного события U равна единице: 1)( UP , 

поскольку оно обязательно происходит при испытании, следовательно, ему 

благоприятствуют все элементарные исходы, т.е. nm ; 

3
0
. Вероятность невозможного события  V  равна нулю: 0)( VP , т.к. 

оно не может произойти в результате испытания, т.е. ему не 

благоприятствует ни один из исходов и, следовательно 0m ;  

4
0
. Сумма вероятностей противоположных событий равна единице, т.е. 

1)()(  APAP . 

Вероятность можно связать с процентами. Например, если известно, 

что )(AP = 0,7, то при достаточно большом числе испытаний, событие A  

появится примерно в 70% случаев. 

Если вероятность близка к единице, то событие является часто 

происходящим. Если вероятность близка к нулю, то событие является 

редким. 

Следует заметить, что, вычисляя вероятность по формуле (9.1) события 

A , которое является сложным, необходимо для подсчета общего числа n  – 

равновозможных и несовместных исходов испытания и m– числа исходов, 

благоприятствующих появлению события A  применять понятие числа 

сочетаний из n  элементов по m . Подробнее с этим понятием можно 

ознакомиться в разделе комбинаторика, который рассматривает решение 

задач на подсчет всех возможных различных комбинаций, составленных из 

конечного числа элементов по определенным правилам.  

Определение. Любое подмножество из m  элементов множества, 

содержащего n  элементов, называется сочетанием.  

Число всех различных сочетаний из n  элементов по m  обозначается 

m
nC  и находится по формуле:  

 !!

!

mnm

n
Cm

n


 ,                                              (9.2) 

где nn  ...321! , причем 1!0  , для любого натурального n . 
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Из формулы (9.2) следует, что nCn 
1   и   nCn

n 1 . 

В сочетаниях порядок выбора элементов не важен, т.е. сочетания, 

состоящие из одних и тех же элементов, но отобранных в разном порядке 

являются одинаковыми. 

Пример 9.1  

Данные о распределении работников складского мультимодального 

комплекса по должностям и полу приведены в таблице.  

Должности Женщины Мужчины 

Заведующий складом 

Менеджера по складированию и 

дистрибуции 

Кладовщик 

Комплектовщик товара 

Контролер-комплектовщик 

Грузчик 

2 

 

2 

2 

12 

5 

- 

1 

 

1 

1 

9 

5 

6 

 

1. Наудачу отобран один из работников. Найти вероятность того, 

что это: 

a) мужчина ( 1A ); 

б) контролер-комплектовщик ( 1B ); 

в) женщина, комплектовщик товара ( 1C ). 

2. На этом же предприятии решено создать группу из трех человек, 

ответственную за проведение мероприятия. Если людей отбирать случайным 

образом, то какова вероятность, что это будут: 

а) все женщины ( 2A ); 

б) две женщины и один мужчина ( 2B ); 

в) одна женщина, работающая менеджером по складированию и 

дистрибуции, одна женщина комплектовщик товара и мужчина ( 2C ). 

Решение: 

1. События 1A , 1B  и 1С  – простые, т.к., появляются в результате 

одного исхода испытания, поэтому для подсчета вероятностей этих событий 
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по формуле (1.1) будем иметь: 

a) здесь n=46 – общее число работников, а m=23 – число мужчин 

среди них, следовательно 5,0
2

1

46

23
)( 1 AP ; 

б) общее число работников n=46, а m=10 – число контролеров-

комплектовщиков, следовательно 22,0
46

10
)( 1 ВP ; 

в)n=46, а m=12 – число женщин комплектовщиков товара, поэтому 

26,0
46

12
)( 1 СP .   

2. События 2A , 2B  и 2С  – сложные, т.к., появляются в результате трех 

исходов испытания, поэтому общее число n  равновозможных несовместных 

исходов испытания и m  – число исходов, благоприятствующих появлению 

событий, будем находить по формуле числа сочетаний (9.2): 

a) из числа всех работников, которое равно 46, составляются 

различные комбинации по три человека, число таких комбинаций и есть n  в 

формуле (1.1), т.е. 461522
321

464544

!43!3

!463
46 







Сn . Общее число 

женщин на предприятии равно 23,  следовательно 

23117
321

232221

!20!3

!233
23 







Сm . Теперь по формуле (9.1) будем иметь: 

12,0
60

7

2152

7

461522

23117
)( 2 







AP ; 

б) двух женщин отбирают из 23 и одного мужчину из числа всех 

мужчин, которых на данном предприятии также 23, следовательно 

3
46

1
23

2
23

2)(
С

СС
BP


 , поскольку 2311

2

2322

!21!2

!232
23 





С ,  а  231

23 С , 

окончательно получим 38,0
60

23

2152

23

461522

232311
)( 2 







BP ; 

в) здесь 04,0
55

2

511

2

461522

23122
)(

3
46

1
23

1
12

1
2

2 











С

ССС
СP .  
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Задания для контрольной работы 

 

Задание 1. Найти несколько базисных решений СЛУ. При решении  

использовать таблицы Гаусса. 

В.1   















53423

322

23

4321

4321

4321

хxxx

хxxx

хxxx

.         В.2    















444

232

622

4321

4321

4321

хxxx

хxxx

хxxx

. 

В.3    















3533

432

122

4321

321

4321

хxxx

xxx

хxxx

.           В.4    















0342

1232

13

4321

4321

4321

хxxx

хxxx

хxxx

. 

В.5    















2

423

222

321

4321

4321

xxx

хxxx

хxxx

.         В.6    















224

1232

3223

421

321

4321

xxx

xxx

хxxx

. 

В.7   















5353

3232

224

4321

4321

4321

хxxx

хxxx

хxxx

.            В.8    















432

14

322

4321

4321

4321

хxxx

хxxx

хxxx

. 

В.9   















8223

7332

132

4321

4321

4321

хxxx

хxxx

хxxx

.         В.10   















432

732

332

4321

321

4321

хxxx

xxx

хxxx

. 

Задание 2. Даны вершины треугольника.  

                 1)  Сделать чертеж. 

Найти:  

2) уравнение стороны АВ;  

3) длину стороны АВ; 

4) уравнение высоты, опущенной из вершины С; 

5) длину этой высоты;  

6) уравнение прямой, параллельной стороне АВ, проходящей через 

вершину С;  

7) площадь треугольника; 
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8) уравнение медианы, опущенной из вершины С;  

9) точку пересечения высот; 

10) внутренний угол треугольника  АВС;  

Варианты 

1.   А(- 3; - 2), В(0; 10), С(6; 2). 

2.   А(1; 1), В(4; 13), С(10; 5). 

3.   А(0; 3), В(3; 15), С(9; 7). 

4.   А(- 2; 0), В(1; 12), С(7; 4). 

5.   А(2; - 1), В(5; 11), С(11; 3). 

6.   А(3; - 3), В(6; 9), С(12; 1). 

7.   А(- 1; 2), В(2; 14), С(8; 6). 

8.   А(5; - 4), В(8; 8), С(14; 0). 

9.   А(- 4; 5), В(- 1; 17), С(5; 9). 

10.   А(4; 4), В(7; 16), С(13; 8). 

Задание 3. Вычислить пределы функций, не пользуясь правилом Лопиталя. 

Варианты 

В.1.    а) 
42

83
lim

3

23





 xx

xx

x
                                  б) 

x

x

x

42
lim

0




 

В.2.     а) 2

2

45

1
lim

xx

xx

x 




               б) 

2

321
lim

4 



 x

x

x
                           

 В.3.   
2

2

345

43
lim

xx

xx

x 




       б) 

x

x

x 



 134

9
lim

2

3
 

В.4.   а)
143

423
lim

21 



 xx

xx

x
                           б)

43

34

33

44
lim

xx

xxx

x 





               

 В.5.     а) 
3

42
lim

3 



 x

xx

x
       б) 

2

2

214

143
lim

xx

xx

x 




      в)  

x

x

x 5sin

3sin
lim

0

 

В.6.     а)
3

3

241

235
lim

xx

xx

x 




                          б) 

x

x

x 



 93

11
lim

0
    



57 

 

В.7.   а) 
423

712
lim

2

2





 xx

xx

x
      б) 

1

1
lim

21 



 x

x

x
                               

 В.8.   а)
142

215
lim

2

2





 xx

xx

x

      б) 
1

353
lim

1 



 x

xx

x

 

В.9.     а)
32

23

341

75
lim

xx

xxx

x 




      б)  

3

1213
lim

3 



 x

xx

x
      

В.10.      а) 
4

71
lim

4 



 x

xx

x
                     б)  

1543

352
lim

2

2





 xx

xx

x
 

 

Задание 4. Найти производные и дифференциалы функций. 

Варианты 

В.1  ,5
2

4
3 2

3 







 x

x
ya                             .

arcsin

x

x
yб 

 

В.2    ,53cos
7

 xya

                                    


x

xx
yб

2cos2

2sin






 
В.3    ,12sin

5
 xxyа                                    xxyб arccos3

 
В.4    ,2arcsin

32xxya           .
sin

x

xx
yб




 

В.5    ,13cos
2

 xyа           .
1

2






x

xarcctg
yб

 

В.6  ,3
2

5

7
3











x
xya                 .

12arcsin

x

x
yб




 

В.7  ,4
1

5

3
3













x
xya                        

х

x

x

x
yб

2sin

23

1
lg

4















 

В.8  ,
24

3

7

2

5










xx
xya                       

1

13






x

x
yб

 



58 

 

В.9  ,1
cos

1

2

2
3
















x

x
yа                        .12cos

sin

1 3 


 x
x

x
yб

 

В.10    ,3sin
62 xxхya 

           

       .
1

1






х

х
yб  

 

Задание 5. Дана функция  двух переменных ),( yxfz  . 

1) Найдите частные производные первого и второго порядков. 

Убедитесь в равенстве смешанных производных. 

2) Найдите градиенты в общем виде и в точке  . 

3) Найдите полный дифференциал функции. 
 

Варианты 

1.  a)  )1,1(,12 Ayxz  ;                   б)  )1,1(,
2

Aexz yx  . 

 

2. a)    )1,1(,1 32 Axyz  ;               б)    )1,2(,3ln 22 Ayyxz  . 

 

3. а)    )0,1(,112 Ayxz  ;        б) )5,0,1(,22

  Aez yx . 

 

4. a)  )1,0(,2 Ayxz  ;                    б)    )1,1(,sin 22 Ayxz  . 

 

5. а)   )1,0(,
232 Ayxz  ;             б) )4,1(,

23 Aez yxx  . 

 

6. a)    )1,1(,2 Ayxyz  ;               б)  )1,2(, Axz y . 

 

7. а)    )2,1(,11 23 Ayxz  ;      б)   )1,1(,sin 33 Ayxz  . 

 

8. a)    )1,2(,4 32 Ayxz  ;              б)    )4,2(,ln 2 Ayxxz  . 

 

9. а)   )1,1(,22 3 Ayxz  ;                б) )1,2(,33 Ayxz  . 

 

10. a)    )2,1(,1 2 Axyz  ;               б)    )1,0(,2sin 3  A
y

x
yxz . 
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Задание 6. Найти неопределенные интегралы: 
 

Варианты 

В.1   

а)  


dx

х

хх 43

;           б)  dxxсоsх 32 ;        в)   dxxх cos)32( ; 

 

В.2  

а) 


dx
х 3)32(

1
;           б)   dx

х

x
5

ln
;            в)   dxxx cossin 3 ; 

 

В.3 

а)  

dx

х

х

4

3 4
;      б)  




dx

x

x

13

)13(ln
;   в)   dxxх ln3 ; 

 

В.4 

а)   dxx31 ;        б)  



dx

x

x

13

)13(ln
;       в)    dxх x2)12( ; 

 

В.5 

а)  


dx
x

x

43

2

)2(
;      б)  

 xx

dx

2ln3

;     в)  
 dxех х2)32( ; 

В.6 

а)  


dx

х

хх 43

;      б)   dxxсоsх 32 ;     в)    dxxх cos)32( ; 

 

В.7 

а)  


dx
x

x

54

3

)4(
;             б)  

 xx

dx

2ln4

;    в)    dxех х3)13( ; 

В.8 

а) 

dx

х

хх 13

;      б)   dxех х32
;      в)    dxх21ln ; 

В.9 

а)  


dx
х 4)13(

1
;      б)   dx

х

x

3

ln
;      в)   dxxx 2sin2cos ; 
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В.10 

а)    dxx35 ;         б)  



dx

x

x

12

)12(ln
;       в)    dxx x3)1( ; 

 

Задание 7. Вычислить площадь фигуры, ограниченную заданными  линиями. 

 

Варианты 
 

В.1      042,2
2

 yxxy .  

В.2     04,42  yxxxy .     
 

В.3     01,522  yxxxy . 

В.4    01,12  yxxy .   

В.5    02,32  yxxy .        

В.6     082,4
2

 yxxy .  

В.7    01,122  yxxxy . 

В.8    02,2  yxxy .     

В.9    042,4 2  yxxy .    

В.10  016,32102  yxxy .  

 

Задание 8. Данные о распределении работников некоторого 

предприятия по отделам и полу приведены в таблице.  

1) Наудачу отобран один из них. Найти вероятность того, что это: 

а) мужчина; 

б) работник производственного отдела; 

в) женщина, работающая в отделе реализации. 

2) На этом же предприятии решено создать группу из трех человек, 

ответственную за проведение мероприятия. Если людей отбирать случайным 

образом, то какова вероятность, что это будут: 

а) все женщины; 

б) две женщины и один мужчина; 

в) одна женщина, работающая в бухгалтерии, одна женщина из отдела 
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реализации и мужчина. 

Варианты 

1. 

Подразделения Женщины Мужчины 

Планово-экономический отдел 

Бухгалтерия 

Отдел маркетинга 

Отдел реализации 

Производственный отдел 

Диспетчерская служба 

2 

3 

3 

4 

16 

4 

- 

1 

2 

3 

8 

2 

 2. 

Подразделения Женщины Мужчины 

Планово-экономический отдел 

Бухгалтерия 

Отдел маркетинга 

Отдел реализации 

Производственный отдел 

Диспетчерская служба 

2 

4 

5 

3 

18 

3 

1 

1 

- 

3 

9 

4 
 

3. 

Подразделения Женщины Мужчины 

Планово-экономический отдел 

Бухгалтерия 

Отдел маркетинга 

Отдел реализации 

Производственный отдел 

Диспетчерская служба 

2 

2 

4 

4 

16 

4 

2 

1 

1 

2 

18 

4 
 

4. 

Подразделения Женщины Мужчины 

Планово-экономический отдел 

Бухгалтерия 

Отдел маркетинга 

Отдел реализации 

Производственный отдел 

Диспетчерская служба 

3 

3 

4 

2 

13 

5 

- 

1 

1 

3 

16 

3 
 

5. 

Подразделения Женщины Мужчины 

Планово-экономический отдел 

Бухгалтерия 

Отдел маркетинга 

Отдел реализации 

Производственный отдел 

Диспетчерская служба 

3 

2 

4 

1 

10 

2 

- 

1 

2 

5 

17 

6 
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6. 

Подразделения Женщины Мужчины 

Планово-экономический отдел 

Бухгалтерия 

Отдел маркетинга 

Отдел реализации 

Производственный отдел 

Диспетчерская служба 

1 

4 

3 

2 

11 

3 

1 

1 

4 

3 

18 

6 

 

7. 

Подразделения Женщины Мужчины 

Планово-экономический отдел 

Бухгалтерия 

Отдел маркетинга 

Отдел реализации 

Производственный отдел 

Диспетчерская служба 

3 

4 

4 

1 

12 

4 

- 

- 

1 

4 

10 

5 
 

8. 

Подразделения Женщины Мужчины 

Планово-экономический отдел 

Бухгалтерия 

Отдел маркетинга 

Отдел реализации 

Производственный отдел 

Диспетчерская служба 

2 

3 

3 

- 

14 

5 

- 

1 

3 

4 

16 

4 
 

9. 

Подразделения Женщины Мужчины 

Планово-экономический отдел 

Бухгалтерия 

Отдел маркетинга 

Отдел реализации 

Производственный отдел 

Диспетчерская служба 

2 

3 

2 

2 

12 

3 

1 

- 

2 

3 

17 

6 
 

10. 

Подразделения Женщины Мужчины 

Планово-экономический отдел 

Бухгалтерия 

Отдел маркетинга 

Отдел реализации 

Производственный отдел 

Диспетчерская служба 

2 

3 

2 

2 

15 

5 

- 

- 

3 

5 

12 

4 
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ПРИЛОЖЕНИЯ 

Приложение 

Таблица значений функции Лапласа 
2 / 2

0

1
( )

2

х

zФ х е dz


   

x  )(x  x  )(x  x  )(x  x  )(x  

0,00 

0,01 

0,02 

0,03 

0,04 

0,05 

0,06 

0,07 

0,08 

0,09 

0,10 

0,11 

0,12 

0,13 

0,14 

0,15 

0,16 

0.17 

0,18 

0,19 

0,20 

0.21 

0,22 

0.23 

0,24 

0.25 

0,26 

0.27 

0,28 

0,29 

0,30 

0.31 

0,0000 

0,0040 

0,0080 

0.0120 

0,0160 

0,0199 

0,0239 

0,0279 

0,0319 

0,0359 

0,0398 

0,0438 

0,0478 

0,0517 

0,0557 

0,0596 

0,0636 

0,0675 

0,0714 

0,0753 

0,0793 

0.0832 

0,0871 

0,0910 

0,0948 

0,0987 

0.1026 

0,1064 

0,1103 

0,1141 

0,1179 

0,1217 

0,32 

0,33 

0,34 

0,35 

0,36 

0.37 

0,38 

0,39 

0,40 

0,41 

0,42 

0,43 

0,44 

0,45 

0,46 

0,47 

0,48 

0.49 

0.50 

0,51 

0,52 

0,53 

0,54 

0,55 

0,56 

0.57 

0,58 

0,59 

0.60 

0,61 

0,62 

0,63 

0,1255 

0,1293 

0,1331 

0,1368 

0,1406 

0,1443 

0,1480 

0,1517 

0,1554 

0,1591 

0,1628 

0,1664 

0,1700 

0,1736 

0,1772 

0,1808 

0,1844 

0.1879 

0,1915 

0.1950 

0,1985 

0,2019 

0,2054 

0,2088 

0,2123 

0,2157 

0,2190 

0,2224 

0,2257 

0,2291 

0,2324 

0,2357 

0,64 

0,65 

0.66 

0,67 

0,68 

0,69 

0,70 

0,71 

0,72 

0,73 

0,74 

0.75 

0,76 

0,77 

0,78 

0,79 

0,80 

0,81 

0,82 

0,83 

0,84 

0,85 

0,86 

0,87 

0,88 

0,89 

0,90 

0,91 

0,92 

0,93 

0,94 

0.95 

0,2389 

0,2422 

0,2454 

0,2486 

0,2517 

0,2549 

0,2580 

0,2611 

0,2642 

0.2673 

0,2703 

0,2734 

0,2764 

0,2794 

0,2823 

0.2852 

0.2881 

0.2910 

0,2939 

0,2967 

0,2995 

0,3023 

0.3051 

0,3078 

0.3106 

0,3133 

0,3159 

0.3186 

0,3212 

0,3238 

0,3264 

0,3289 

0,96 

0,97 

0,98 

0,99 

1,00 

1,01 

1,02 

1,03 

1,04 

1,05 

1,06 

1,07 

1,08 

1,09 

1,10 

1,11 

1,12 

1,13 

1,14 

1,15 

1,16 

1,17 

1,18 

1,19 

1,20 

1,21 

1,22 

1,23 

1,24 

1,25 

 

 

0.3315 

0.3340 

0,3365 

0,3389 

0,3413 

0,3438 

0,3461 

0,3485 

0,3508 

0,3531 

0,3554 

0,3577 

0,3599 

0.3621 

0,3643 

0,3665 

0,3686 

0.3708 

0,3729 

0,3749 

0,3770 

0.3790 

0,3810 

0,3830 

0.3849 

0,3869 

0,3883 

0,3907 

0,3925 

0,3944 
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Продолжение приложения 

x  )(x  x  )(x  x  )(x  x  )(x  

1,26 0,3962 1,59 0,4441 1,92 0,4726 2,50 0,4938 

1,27 0,3980 1,60 0,4452 1,93 0,4732 2,52 0,4941 

1.28 0,3997 1,61 0,4463 1,94 0,4738 2,54 0,4945 

1,29 0,4015 1,62 0.4474 1,95 0,4744 2,56 0,4948 

1,30 0,4032 1,63 0,4484 1,96 0,4750 2,58 0,4951 

1.31 0,4049 1,64 0,4495 1,97 0,4756 2,60 0,4953 

1.32 0,4066 1,65 0,4505 1,98 0,4761 2.62 0,4956 

1,33 0,4082 1,66 0,4515 1,99 0,4767 2,64 0,4959 

1.34 0,4099 1,67 0.4525 2,00 0,4772 2,66 0,4961 

1.35 0,4115 1,68 0,4535 2,02 0,4783 2,68 0,4963 

1,36 0,4131 1,69 0,4545 2,04 0,4793 2,70 0,4965 

1,37 0,4147 1,70 0,4554 2,06 0,4803 2,72 0,4967 

1,38 0,4162 1,71 0,4564 2,08 0,4812 2,74 0,4969 

1.39 0,4177 1,72 0,4573 2,10 0,4821 2,76 0,4971 

1,40 0,4192 1,73 0,4582 2,12 0,4830 2,78 0,4973 

1.41 0,4207 1,74 0,4591 2,14 0,4838 2,80 0,4974 

1,42 0,4222 1,75 0,4599 2,16 0,4846 2,82 0,4976 

1,43 0,4236 1,76 0,4608 2,18 0,4854 2,84 0,4977 

1,44 0,4251 1,77 0,4616 2,20 0,4861 2,86 0,4979 

1,45 0,4265 1,78 0,4625 2,22 0,4868 2,88 0,4980 

1,46 0,4279 1,79 0,4633 2,24 0,4875 2,90 0,4981 

1,47 0,4292 1,80 0,4641 2,26 0,4881 2,92 0,4982 

1,48 0,4306 1.81 0,4649 2,28 0,4887 2,94 0,4984 
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Окончание приложения 

1,49 0,4319 1,82 0,4656 2,30 0,4893 2,96 0,4985 

1,50 0,4332 1,83 0,4664 2,32 0,4898 2,98 0,4986 

1,51 0,4345 1,84 0,4671 2,34 0,4904 3,00 0,49865 

1,52 0,4357 1,85 0,4678 2,36 0,4909 3,20 0,49931 

1,53 0,4370 1,86 0,4686 2,38 0,4913 3,40 0,49966 

1,54 0,4382 1,87 0,4693 2,40 0,4918 3,60 0,499841 

1,55 0,4394 1,88 0,4699 2,42 0,4922 3,80 0,499928 

1,56 0,4406 1,89 0,4706 2,44 0,4927 4,00 0,499968 

1,57 0,4418 1,90 0,4713 2,46 0,4931 4,50 0,499997 

1,58 0,4429 1,91 0,4719 2,48 0,4934 5,00 0,499997 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 


